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TD n◦4:
Dérivation/Fonctions usuelles

Exercice 1.

(1) Etudier la dérivabilité des fonctions suivantes:

a) f(x) =

{
0, si x /∈ Q
1, sinon

b) f(x) =

{
x2 sin(

1

x
), si x 6= 0

0, si x = 0

(2) Déterminer les valeurs des nombres réels α et β pour que la fonction f dé�nie par

f(x) =


sin(αx)

x
si x < 0

1 si x = 0
eβx − x si x > 0

soit dérivable sur R.
Exercice 2. Soit f une fonction dé�nie sur un voisinage de x0. Considérons la fonction g
dé�nie par:

g(h) =
f(x0 + h)− f(x0 − h)

2h
(1) Montrer que si f admet une dérivée à droite et une dérivée à gauche de x0 alors

g admet une limite lorsque h tend vers 0 puis exprimer cette limite en fonction de
f ′d(x0) et f

′
g(x0).

Cette limite est appelée dérivée symétrique de f en x0.
(2) Etudier la réciproque de (1) en considérant la fonction

f(x) = x sin
1

x
, si x 6= 0 et f(0) = 0

Exercice 3. Après avoir déterminé le domaine d'existence, calculer les dérivées des fonctions
suivantes:

(a) x 7→ x ln(|x+1|), (b) x 7→ arctan

(
x

x+ 1

)
, (c) x 7→ (coshx)x, (d) x 7→

√
1 + tanh x

Exercice 4. Résoudre les équations:

(1) arcsin 2x = arcsinx
√
3 + arcsin x, (2) arg tanhx = arg cosh

1

x

Exercice 5. Montrer l' égalités suivante:

(1) arcsinx+ arcsin
√
1− x2 = π

2
, ∀x ∈ [0, 1]

(2) (a) Montrer que pour tout x > 0, on a :

arctan

(
1

2x2

)
= arctan

(
x

x+ 1

)
− arctan

(
x− 1

x

)
.

1



2

(b) En déduire une expression de :

Sn =
n∑
k=1

arctan

(
1

2k2

)
et calculer lim

n→+∞
Sn.

(3) Simpli�er les expressions suivantes:

arccos(1− 2x2), sin (2 arctan(x)) , sinh(2 arg sinhx)

Exercice 6. Soit f une fonction dérivable sur R. Montrer que:

lim
x→+∞

f ′(x) = +∞ =⇒ lim
x→+∞

f(x) = +∞.

La réciproque est-elle vraie?

Exercice 7. Soit la fonction f : R −→ R dé�nie par

f(x) =


3− x2

2
si x ≤ 1

1

x
si x > 1

(1) Montrer qu'il existe c ∈]0, 2[ tel que f(2)− f(0) = 2f ′(c).
(2) Déterminer les valeurs possible de c.

Exercice 8. Soit l'application f :
]
0,
π

2

]
→ R dé�nie par f(x) =

1

sinx
.

(1) Montrer que f réalise une bijection de
]
0,
π

2

]
vers son image que l'on précisera.

(2) Sans calculer f−1, déterminer son domaine de continuité et de dérivabilité.
(3) Déterminer f−1 et calculer sa dérivée.

Exercice 9. Soit la fonction f dé�nie sur R∗ par

f(x) = arg sinh

(
x2 − 1

2x

)
(1) Donner l'expression de f en fonction de la fonction ln.
(2) Etudier la continuité et la dérivabilité de f
(3) Calculer la dérivée de f . En déduire l' expression de f obtenu en (1)


